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Equations différentielles linéaires

Equation linéaire scalaire d’ordre 1

Exercice 1 [00376] [correction]

Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) y —y =sin(2x)e”

b) v’ + 2zy = 2re~

¢) y' +ytanx = sin 2z sur |—7/2, 7/2]

Exercice 2 [00382] [correction]
Résoudre sur |1, +o00[ I’équation différentielle

/

y —

x2_1y:2x

Exercice 3 [00377] [correction]

Déterminer les solutions, s’il en existe, des problémes de Cauchy suivants :
a)y' —(x+1)(y+1)=0et y(0) =1

b) (1 +2%)y — (z+ 1)y =2 et y(0) = —1.

Exercice 4 [00379] [correction]
Trouver toutes les applications f : R — R dérivables en 0 telles que :

V(z,y) € R, f(z+y) = e f(y) + e f(2)

Exercice 5 [00380] [correction]
Soit @ : R™ — R continue et intégrable.

Etablir que les solutions de I’équation différentielle ¢y — a(t)y = 0 sont bornées sur

R*.

Exercice 6 [00381] [correction]

a) Soit h : R — C continue de limite nulle en +o0o. Montrer que les solutions de
Péquation différentielle ¢y’ + y = h converge vers 0 en +o0.

b) Soit f: R — C de classe C'. On suppose que f + f’ o £. Montrer que

— /.
f—

Exercice 7 [03109] [correction]

Soient o un complexe de partie réelle strictement positive et une application de
classe C! telle que f' + af tend vers 0 en +oc.

Montrer que f tend vers 0 en 4oc0.

Equation vectorielle linéaire d’ordre 1

Exercice 8 [00384] [correction]

Soient a,b € L(F) vérifiant aob=bo a.

En considérant pour xg € E, 'application t — (exp(ta) o exp(tb))zo, établir
exp(a + b) = exp(a) o exp(b).

Exercice 9 Mines-Ponts MP [ 02900 | [correction]

On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et on identifie L(R™) avec
M, (R). Soit A € M, (R). Montrer 1’équivalence de :

(i) A est antisymétrique;

(ii) chaque solution du systéme différentiel Y’ = AY est de norme constante.

Exercice 10 [01320] [correction]
Soit A € My, (R) une matrice vérifiant

A2 + IQn = 02n
Exprimer la solution de I’équation matricielle

X'(t) = AX(t)

Systeémes différentiels linéaire d’ordre 1

Exercice 11 [00385] [correction]
Résoudre le systeme différentiel réel suivant

x’ = cos(t) z + sin(t) y
y' = —sin(t) x + cos(t) y
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Exercice 12 [00386] [correction]
Résoudre le systeme différentiel suivant

) =2—t)ry + (t — 1)y
xh =2(1 —t)xy + (2t — 1)xo

Exercice 13 [00387] [correction]
Résoudre le systeme différentiel suivant :

] = (t+ 3)xy + 21
xh = —4x1 + (t — 3)32

Exercice 14 [ 00388 ] [correction]
Résoudre le systeme différentiel

1
w5

(14 t)zy + toy — e
—txy + (1 —t)ag + e

Systemes différentiels linéaire d’ordre 1 a coeffi-

cients constants

Exercice 15 [00389] [correction]
Résoudre le systeme différentiel suivant :

' =dx — 2y
y=z+y

Exercice 16 [ 00390 ] [correction]
Résoudre le systeme différentiel suivant :

¥ =x+8y+e
y =22 +y+e

Exercice 17 Mines-Ponts MP [ 00391 ] [correction]
Résoudre le systeme différentiel suivant :

¥ =y+z
y ==
Y=x+y+z

Exercice 18 [00392] [correction)]

Résoudre le systeme différentiel suivant :
2 =2x—y+22
y =10z — by + 7z
2 =dx —2y+22

Exercice 19 [00393] [correction]
Soient E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et w un vecteur
unitaire de E.
Résoudre I’équation
¥ =ulzx

Exercice 20 Mines-Ponts MP [ 02902 ] [correction]
Résoudre le systeme différentiel linéaire
¥=1-2z
y=z+y+z
Z=—z—y+z

Exercice 21 Centrale MP [ 02490 ] [correction]
On consideére I’équation

e® — 200 1202 _9 42 =0

a) Montrer que x : R — C est solution de E si, et seulement si,

X=" ( A ORI C) ) est solution de AX = X’ avec A & déterminer.
b) A est-elle diagonalisable dans M4(C)?

¢) Montrer que

C* = ker(A — ily) ® ker(A + il;) @ ker(A — I,)?

d) Montrer qu'’il existe P inversible telle que P~'AP = B avec B diagonale par
blocs et triangulaire supérieure.
e) Déterminer les solutions de I’équation différentielle.
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Equation linéaire scalaire d’ordre 2

Exercice 22 [00395 ] [correction]
Résoudre sur R ’équation différentielle

P +1)y" -2y =t

en commencant par rechercher les polynémes solutions.

Exercice 23 [ 00396 ] [correction]
Résoudre sur R ’équation

(14 22" () — 2t(1 + 2y (t) + 2(+* — Dy(t) = (1 + %)

On pourra commencer par rechercher une solution polynomiale de 1’équation
homogene.

Exercice 24 [00397 ] [correction]
Résoudre sur R ’équation

tsy"thy/fy:O
Exercice 25 [00398 ] [correction]
Résoudre sur RT™ ’équation
tzy”—kty’ —y=1
Exercice 26 [ 00400 ] [correction]
Résoudre sur |0, 1] I’équation
r(l—a)y" +(1-3z)y’ —y=0

en commencant par rechercher une fonction développable en série entiere.

Exercice 27 [oo0401 ] [correction]
Résoudre sur |—1, 1] ’équation

A1 —2)y" (t) — 4ty (t) + y(t) = 0

en recherchant les fonctions développables en série entiére.

Exercice 28 [01319] [correction]
Soit I’équation différentielle

E:ay"+3y —423y=0

a) Chercher une solution non nulle y; développable en série entiére au voisinage

de 0 et non nulle.

Préciser le rayon de convergence puis exprimer y;(x) & 'aide des fonctions
usuelles, pour z € |0, +o0|

b) Trouver une solution y, de E sur |0, 4+o00[ non colinéaire & yj.

c¢) Décrire I'ensemble des solutions de E sur |0, +o0].

Exercice 29 [00402] [correction]

Soit p : R — R* une fonction continue non nulle.

Montrer que toute solution sur R de ’équation différentielle " + p(z)y =0
s’annule.

Exercice 30 [01016] [correction]
a) Déterminer les séries entiéres solutions au voisinage de 0 de 1’équation
différentielle

Yy +2xy +2y=0

b) Exprimer parmi celles-ci celles dont la somme est une fonction paire.

Exercice 31 [00404] [correction)]
a) Résoudre sur R I'équation

(L+82)y"(t) + 4ty (t) + 2y(t) = 0

en recherchant les séries entieres solutions.
b) Résoudre ensuite

(L+2)y" () + 4ty (1) +2y(t) = H%

Exercice 32 Centrale MP [ 02455 ] [correction]
a) Résoudre I’équation différentielle

y" +y = cos(nt)
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b) Soit Y a, une série absolument convergente.
Résoudre I'équation différentielle

+oo
y' +y= Z an, cos(nt)
n=0

Exercice 33 Mines-Ponts MP [ 02891 ] [correction]
Résoudre sur R ’équation

(@ +1)y +ay —y=0

Exercice 34 Mines-Ponts MP [ 02892 ] [correction]

Déterminer les fonctions f : R** — R dérivables telles que Vz > 0, f/(z) = f(1/x).

Exercice 35 X MP [o03110] [correction]
Soient f € C*(]0,+o0o[,R) et g une solution non identiquement nulle de

E:y' +fy=0

a) Montrer que les zéros de g sont isolés.
Dans la suite, 1 et x5 sont deux zéros consécutifs de g vérifiant x; < xs.
b) Montrer, si x € [21, 23]

x2

2 =) [ =) f@o@a+ @ —m) [ 2= 07000 dt = (22— e1)g(a)

1 T

/ 1) at

Exercice 36 Centrale MP [o03111] [correction]
Soient m € R** et ¢ € C°(R*, R) telle que

¢) En déduire une minoration de

vt e RT, q(t) > m

On note E I'équation différentielle 3" + gy = 0. Soit f une solution non nulle de E.

a) Montrer qu’il existe p,g : Rt — R de classe C* avec p > 0 telle que f = pcosg
et f/ = psing.

b) Exprimer ¢’ en fonction de g et g.

c¢) En déduire que g est un C!-difféomorphisme de R* sur g(R™).

d) Montrer que f s’annule une infinité de fois.

Exercice 37 [03240] [correction]
Soit o > 0. Résoudre sur I = ]0, +oo[ I’équation différentielle

E, : 2y (z) + xy/ (z) — o*y(x) = 0
On pourra étudier les fonctions propres de I'application

¢ y(z) = xy'(x)
Wronskien

Exercice 38 [00394] [correction]
Soient a,b : I — C continues et (f1, f2) un systéme fondamental de solutions de
I’équation
E:y" +a(t)y'(t) +b(t)y =0
Former une équation différentielle linéaire d’ordre 1 vérifiée par
) fa(t) ‘

N ' fi(
i@ f2(t)

Exercice 39 [ 00436 ] [correction)]
Soit g une fonction continue, intégrable sur [0, +oo|. Soit E Iéquation différentielle

y' +qy=0

a) Si f est une solution bornée de E sur [0, +oo[, montrer que sa dérivée f’
converge en +oo.

Quelle est la valeur de cette limite ?

b) Soient f et g deux solutions bornées. Etudier le wronskien de f et de g

w=f'g—fg

En déduire que f et g sont liées. Que peut-on en conclure ?

Exercice 40 Centrale PC [o03100] [correction]
On considere ’équation différentielle

Ey:y' —e"y=0

a) Soit y une solution de Ey sur R. Etudier la convexité de y2.



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 17 janvier 2011

Enoncés

En déduire que si y(0) = y(1) = 0 alors y est nulle sur R.

b) Soient y; et y2 deux solutions de Ejy telles que

(1(0),51(0)) = (0,1) et (y2(1),95(1)) = (0,1)

Démontrer que (y1,y2) est un systeme fondamental de solutions de Ej.
¢) Soit f € C(R,R). Démontrer que 'équation différentielle E : ¢y’ — ey = f(z)
admet une unique solution y telle que y(0) = y(1) = 0.

Exercice 41 [00383] [correction]

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension n € N* muni d’une base B.

Soient ¢ — a(t) une application continue de [a,b] C R vers L(E) et ty € [a, b].
Montrer que si les fonctions 1, .. ., @, forment un systéme fondamental de
solution de I’équation 2’ = a(t)x alors son wronskien W dans la base B est

déterminé par

W(t) = W(to)exp/ tr(a(u))du

to

Méthode de variation des constantes

Exercice 42 [ 00405 ] [correction]
Résoudre ’équation différentielle

—2t

1 4/ 4:
VA=

Exercice 43 [ 00406 ] [correction)]
Résoudre I'équation différentielle

vy’ +y=tant

Exercice 44 [ 00407 ] [correction)]
Résoudre I’équation différentielle

y" +y= tan2¢

Exercice 45 [00408] [correction]
Soit f : R — R une fonction continue.
a) Résoudre sur R I’équation différentielle

v +y=1

On exprimera la solution a ’aide d’une intégrale.
b) Déterminer la solution telle que y(0) = y'(0) = 0.

Exercice 46 [ 00409 ] [correction]

Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable telles que

f+f">0

Montrer
Ve eR, f(z)+ flx+7) >0

Exercice 47 Mines-Ponts MP [ 02893 ] [correction]
Résoudre sur |0, 7|
y" +y = cotanz

Exercice 48 Mines-Ponts MP [ 02894 ] [correction]
a) Résoudre sur R™ par variation des constantes :

v 4y =1/s

b) En déduire une expression de

“+o0
fla) = [ e

14¢2

valable pour = > 0.
c¢) Calculer

Exercice 49 Mines-Ponts MP [ 02896 | [correction]

Soit f € C*(R,C) 2n-périodique. Existe-t-il y € C*(R, C) 2w-périodique et

solution de v/ +y = f?
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Exercice 50 Mines-Ponts MP [ 02895 ] [correction]
Soit f € C*(R*,R) monotone ayant une limite finie en +oo.
Montrer que les solutions de I’équation y” + y = f sont bornées.

Exercice 51 [00417] [correction]
Résoudre sur R 1’équation

2t 1 t

11 / —
Ve T et T e

en posant x = arctant.

Exercice 52 CCP MP [o03202] [correction]
Résoudre ’équation différentielle

x
V1—2z2

(on pourra vérifier que I'application z — \/11_7 est solution de I’équation

(1 _x2)y// _ 3xy// —y =

homogene associée)

Résolution avec raccord

Exercice 53 [00419] [correction]
Résoudre sur R ’équation
E:z% —y=0

Exercice 54 [ 00420 ] [correction]
Résoudre sur R les équations suivantes :

a)xy —y=ab)zy +y—1=0

c)ay —2y=2*d) 2(1+2)y — (2> — 1)y +22 =0

Exercice 55 [ 00421 ] [correction]
Résoudre sur R les équations suivantes :

a) sh(z)y —ch(z)y =1

b) (e" — 1)y + ey =1

Exercice 56 [00422] [correction]
Résoudre sur R les équations suivantes :

a) y'sinz —ycosz +1=0Db) (sinz)®y’ = 2(cosx)y

Exercice 57 [00423] [correction]
Déterminer les solutions, s’il en existe, des problémes de Cauchy suivants :
a) (tanx)y' —y=0et y(0) =0
b) (tanz)y’ —y =0 et y(0) = 1.

Exercice 58 [00424] [correction]
Résoudre sur tout intervalle de R 1’équation différentielle

x(z? — 1)y + 2y = 2*

Exercice 59 [ 00425 ] [correction]
Soit a € R. Résoudre sur R I'équation différentielle

xy —ay =0

en discutant selon les valeurs de a.

Exercice 60 [ 00426 ] [correction]
On consideére I’équation différentielle

xy// —y'—mgy =0

a) Montrer que si y est solution sur I alors z — y(—x) est solution sur I’
symétrique de I par rapport a 0.

b) Résoudre sur R™ I’équation via le changement de variable t = x2.
c¢) Déterminer les solutions sur R.

Exercice 61 [o00427] [correction)]
Résoudre sur R I’équation

(t+1)%y" —2(t+ 1)y +2y=0

en commencant par rechercher les solutions polynomiales.
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Exercice 62 [00428] [correction]
Résoudre sur R ’équation

E:t+1)y —(t+2)y +y=0

Exercice 63 [ 00429 ] [correction]
Résoudre sur R I’équation

E :y +y = max(z,0)

Exercice 64 Centrale MP [ 03061 ] [correction]
Soient

(E):z(z—4)y +(x—2)y=—-2¢et (H):x(z—4)y +(x—-2)y=0

a) Résoudre H, quelles sont les solutions maximales ?
b) Résoudre E sur I} = |—00,0[, I =]0,4[ et Is = |4, +o0].
¢) En déduire les solutions maximales de E.

Exercice 65 Mines-Ponts MP [ 02889 ] [correction]
Résoudre
zlnzy — (Blnz+1)y=0

Exercice 66 Centrale PC [oo105 ] [correction]
Soit f € CY(RT,R) et g une solution sur RT* de I’équation différentielle

zy —y = f(x)

a) Démontrer que g se prolonge par continuité en 0. Déterminer une condition
nécessaire sur f/(0)pour que la fonction ainsi prolongée soit dérivable en 0.
Démontrer que cette condition n’est pas suffisante.

b) f est supposée de classe C? et la condition précédente est vérifiée.
Démontrer que g est de classe C2.

Exercice 67 Centrale PC [o00506 ] [correction]
Soit (E) I’équation différentielle

(Inz)y + Y1
x

a) Résoudre (E) sur ]0, 1] et sur |1, +o0].
b) Soit ¢ la fonction définie sur |—1, +o0[\ {0} par

~ In(1+x)
B x

g9(z)

Montrer que g se prolonge sur |—1, +oo[ en une fonction de classe C*.
¢) Démontrer que (E) admet une solution de classe C* sur |0, +o0].
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La fonction f est alors solution d’une équation différentielle de la forme
Exercice 1 : [énoncé] y' =y + Ce® vérifiant la condition initiale y(0) = 0.
a) y(z) = (C + sin? z)e” Apres résolution, on obtient

_ T

b) y(z) = (z* + C)e” f(z) = Cue
c) y(z) = Ccosx — 2cos’ Inversement, de telles fonctions sont solutions.
Exercice 2 : [énoncé] Exercice 5 : [énoncé]
C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre. La solution générale de l’équation étudiée est y(t) = AeA®) avec A(t) = fot a(u)du.

Solution homogene : yo(x) = CvVa? — 1.
Par variation de la constante, solution particuliére y; (z) =
Solution générale : y(x) = Cvx% — 1+ 2(2? — 1).

2(x% —1).

Exercice 3 : [énoncé]

a) Solution de 'équation homogene sur R : y(z) = Ce2@+D” avec C € R.
Solution particuliére sur R : yo(z) = —1.

Solution générale sur R

y(z) = Cez@tD* _ 1 avec C € R

On aura y(0) = 1 si, et seulement si, C' = 2/+/e.

b) Solution de I’équation homogeéne sur R : y(z) = Cva? + 1e¥°* % gqyec C € R
Solution particuliére sur R : yo(z) = 2 — 1 apres recherche de solution de la forme
ax + b.

Solution générale sur R

=CVx2+ 1eT 4 o 1 avec c € R

On aura y(0) = —1 si, et seulement si, C' = 0.

Exercice 4 : [énoncé]

Soit f une solution.

Pour = y = 0 on obtient f(0) =
De plus

[+ h) = f@) _ e f(h) + ¢ fla) ~ fla) _
h h h h

donc
flz+h) — f(z)

h h—0

Or pour tout ¢t > 0, |A(t) fo |a(u)] du < O+°C |a(w)| du donc y est bornée.

Exercice 6 : [énoncé]
a) La solution générale de I’ équation différentielle vy’ +y = h est

y(x) = ()‘+f0 tdt)
Pour tout € > 0, HAE]R Vw A, |h(t)] <

y(z) = ()\—l—fo tdt) T+ [1h( tet dt avec | [} h(
(A+ [ hetat) e ——o.

— 400

b) Posons h = f' + f — . f — £ est solution de équation différentielle ¢y’ +y = h
doncf—€+—>0puisf+—>£.

t*$dt| <eet

Exercice 7 : [énoncé]
Posons g = f' 4+ af. La fonction f est solution de I’équation différentielle.
yt+ay=g
La solution générale de cette équation différentielle est
T
y(z) = Xe™ " —|—/ g(t)et=2) q¢
0

Ainsi, on peut écrire

xT
fx) = de™ —|—/ g(t)ea(t_x) dt
0
Il est immédiat que Ae™** — 0 quand = — 400 car Rea > 0.
Etudions maintenant la limite du terme intégral.

Soit € > 0. Puisque la fonction g tend vers 0 en 400, il existe A > 0 tel que
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vt > A lg(t) <e
On a alors pour tout z > A

x A T
/ g(t)et=2) q¢ :/ g(t)et=) dt+/ g(t)e®t=2) d¢
0

0 A

avec

Re(a)(t—x)r <€
e <
A A Re(a) [

A Re(a)

et

e—Re(a)w _ Otee—Re(a)x 0

Tr— 400

A A
/ g(t)e?t=2) d¢ / g(t)e* dt
0 0

Pour x assez grand on a alors

[ oter dt’ < Re(a)

Ainsi [ g(t)e*t=2) dt — 0 puis f(z) — 0.

Exercice 8 : [énoncé]

@t — exp(ta) o exp(tb)xg est dérivable et vérifie ¢’ (t) = (a + b)¢(t). En effet
(exp(ta) o exp(th)) = a o exp(ta) o exp(th) + exp(ta) o b o exp(th) or
boexp(ta) = exp(ta) o b car a et b commutent donc

(exp(ta) o exp(th)) = (a + b) o exp(ta) o exp(th). De plus (0) = x( donc

o(t) = exp(t(a + b))xo. Puisque ceci vaut pour tout zg :

exp(t(a + b)) = exp(ta) o exp(tb) et pour t = 1 la relation demandée.

Exercice 9 : [énoncé]

Soit Y une solution du systéme différentiel Y’ = AY.

Ona (YY) =YY +YY' ='Y(A+ A)Y.

Ainsi si A est antisymétrique, (*YY)" =0 et Y est de norme constante.
Inversement, si chaque solution du systéme différentiel est de norme constante
alors pour tout Yy € R™, *Yy(*A + A)Y, = 0. Par suite 0 est la seule valeur propre
de I'endomorphisme symétrique *A + A et puisque celui-ci est diagonalisable, on
obtient A + A = 0 et enfin A antisymétrique.

Exercice 10 : [énoncé]
L’équation étudiée est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficient
constant. Sa solution générale peut étre exprimée par une exponentielle

X(t) = exp(tA) X (0)

avec

+00 Lk
k
exp(tA4) = Z HA
k=0
Or A% = —1,, donc, en séparant les termes d’indices pairs de ceux d’indices

impairs de cette série absolument convergente

+

o0 1\p +oo _1\p
exp(tA) = (=1) t2P Iy, + Z (pj_)l)'tzf‘HA = cos(t) I, + sin(t)A
=0 °

(2p)! =2

i}
I
o

Ainsi la solution générale de ’équation étudiée est

X (t) = cos(t) X (0) + sin(t)AX(0)

Exercice 11 : [énoncé]

Soit (x,y) solution sur R. ‘
On pose z = x + iy, on a 2/(t) = e~ i2(t) donc z(t) = Cei® " = Ceicosttsint gyec
CeC.

En écrivant C' = A+ iB avec A, B € R on peut conclure
z(t) = ") (A cos(cos(t)) — Bsin(cos(t))

et
y(t) = s (B cos(cos(t)) + Asin(cos(t))

Vérification : il suffit de remonter les calculs.

Exercice 12 : [énoncé]
C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogene défini sur R d’équation
matricielle X' = A(t)X avec

2 _¢ t—1 Il(t)
0= (57 A7) wxo-(24)

XA®t) = X2 - t+1)X +t.
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Sp(A(t)) ={1,}.
Sit#1,

E;(A(t)) = Vect (1) et E:(A(t)) = Vect (;)

Pour P = ( 1 é > indépendant de t, A(t) = PD(t)P~" avec D(t) = ( (1) (2 )

et cette relation est aussi vraie pour ¢t = 1.
En posant Y = P71X,

X' =Alt)X €Y' =Dt)Y

En écrivant

on a o .
= y1(t) = Xe
Y =D@})Y & =N , ., avec \,up €R
Yo = tyo ya(t) = pe’ /2
Puisque
N py — ( 11 ) (3}
1 2 Yo
on obtient

2et2/2

ol et2/2
X' =A)X e X(t)=A[ ,|+n avec \,u € R

Exercice 13 : [énoncé]
C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogene défini sur R d’équation
matricielle X' = A(t)X avec

Alt) = ( e 2 ) et X(t) = (28)
Xaw = X2 —2tX + (12— 1), Sp(A) = {t + 1,t — 1}.

1 1
Ei11(A) = Vect (_1> et B;_1(A) = Vect (_2>.

Pour P = ( ! _1 ) indépendante de t, A(t) = PD(t)P~! avec

D(t)_<t461 tgl)'

En posant Y = P71X, X' = A()X &Y' = D(t)Y.
t
En écrivant Y (t) = yi(0) ,
ya2(t)

= (t+ 1y {yl — Ne(t*+20)/2
54

(2202 avec A\, u € R.

Y' = D)Y < {

v (2 )(2)

e(t2+2t)/2 e(t2—2t)/2
X’:A(t)X{:}X(t)zA( >+,u< )avec/\,ueR.

Y2 = pe

_e(t2+2t)/2 _2e(t2—2t)/2

Exercice 14 : [énoncé]
C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 défini sur R d’équation matricielle
X' = A(t)X + B(t) avec

X' = A(t)X + B(t) avec A(f) = < 1_+tt L > ot B(t) = (;ft>

Commengcons par résoudre I’équation homogene X' = A(¢) X.
XA®t) = (X -1

E;(A(t)) = Vect (_11

Pour P = < 1o ) indépendante de t, A(t) = P~T(t)P avec

~1 1
1 ¢

T =( 4 1 )

En posant Y = P~1X, X' = A()X &Y' =T({#)Y

A
/ t 2.t
En éerivant Y = | 1), v/ = Ty o § 1T QT e gt
Y2 Y2 = Y2 Yo = Aot

7N

avec A\, u € K.

()

x—apx e xmonr| PN (¢
(1—e2/2et) M\ et

La famille (X7, X3) forme un systéme fondamental de solutions de ’équation
homogene.

Cherchons une solution particuliere.

X(t) = AMt)X1(t) + p(t) X2(t) avec A et p fonctions dérivables.
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X' = A(t)X + B(t) & N(1) (/2)¢ + (1) T
(1—t%/2)e —et el

A(t) =0 et p(t) = —t conviennent

—te!
X(t) = ( ot > est solution particuliere.

Soluti inéral X(t) A (t2/2)et N et N —tet
olution générale : = (1= 2/2)t H ot rot

Exercice 15 : [énoncé]
C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogene d’équation matricielle

X' = AX avec A = ( 411 _12 ) et X(t) = (;Eg)

1 2

Sp(A) = {2,3}, Ez(A) = Vect 1), E5(A) = Vect (1
(12 B . (20
PourP—(1 1>7A—PDP avecD-(O 3>

Pour Y = P7'X, X' = AX &Y' = DY
2t

e
Y’—DY<:>Y—< 3t> avec \, pu € K.
e

th 2€3t
X’:AX@X(t):A<2t>+,u< 3t>avec)\,u€]K.
e e

Exercice 16 : [énoncé]
C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 d’équation matricielle
X' = AX + B(t) avec

2 -2
Sp(A4) = {5, -3}, E5(A) = Vect <1> et E_3(A) = Vect ( ) )
A= PDP~! avec

Pour Y = P71 X est solution de Y’ = DY + C(t) avec

t —3t
Clt) = PIB(#) = - (e e )

4 _Ct + 267315

Apres résolution, on obtient

et i t_ ie—gt
Y' =DY +C(t) & Y(t) = 610
Me—st _ Tﬁet + §te_3t
puis
—3t 1 —3t
205! —2e7#\ [ Tte T —ge
’_ _
X' = AX+B(t) & X(t) = A < s ) +u < o >+ ) L

t -3t
——e + -te 7 — —e
8 2 16
On peut aussi procéder par variation des constantes apres résolution séparée de

I’équation homogene.

Exercice 17 : [énoncé]
C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogeéne d’équation matricielle

01 1 (1)
X =AX avec A= 1 0 0 | et X(t)=| y(t)
1 11 2(t)
-1 2
Sp(A) ={-1,2,0}, E_1(A) =Vect | 1 |, F2(A)=Vect | 1],
0 3
0
Ep(A) =Vect | 1
-1
-1 2 0 -1 0 0
Pour P = 1 1 1 , A= PDP ! avec D = 0 2 0
0 3 -1 0 0 O
En posant Y = P71 X, on obtient X’ = AX < Y’ = DY.
et
Y'=DY &Y (t)= | pe? | avec A\, u,v € K.
v
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_e—t 262t 0
X' =AX s Xt)=A| et | +p| & | +v]| 1 | avec A\, y,veK.
0 3e2t —1

Exercice 18 : [énoncé]
C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogeéne d’équation matricielle
X' = AX avec

2 -1 2 (t)
A= 10 =5 7 | et X(t)=| y(¢)
4 =2 2 2(t)

xa(X)=—-X2(X +1).
Apres triangularisation, on a A = PTP~! pour

-1 1 0 -1 0 0
P = 1 2 1 et T = 0 01
2 01 0 0 0

Pour Y = P71X, X' = AX &Y' =TY.

et
ut+v
I

Y=TY &Y = avec \, pi, v € K

La solution générale du systéme est donc

—t

—e t
Xt)y=Xx| e | +pul2t+1|+v| 2| avec \,u,v €K
2e" 1 0

Exercice 19 : [énoncé]
On compléte u en une base orthonormée directe : (u,v,w). En notant a, b, ¢ les
composantes de x dans cette base on parvient au systéme

a =0
b =—c

cd=b

qui équivaut encore a

a =0
c= -V
' +c=0
On conclut
a(t)=v

b(t) = Asint — pcost
c(t) = Acost 4 psint

Exercice 20 : [énoncé]
1 0 -1

A= 1 1 1
-1 -1 1

La résolution complexe est alors facile puisque la matrice A est diagonalisable.

La résolution réelle est en revanche plus délicate a obtenir, détaillons-la :

X1 ="%(1,0,—1) est vecteur propre de A, complétons-le avec deux vecteurs d’un

plan stable.

Les plans stables s’obtiennent en étudiant les éléments propres de ¢ A.

Sp(*A) = SpA = {2} et Ex(*A) = Vect’(2,1,—1). Ainsi le plan d’équation

2r +y — z = 0 est stable par *A.

Prenons Xp = %(0,1,1) et X3 = AXy = (—1,2,0). On vérifie AX3 = X3 — X».

XA = (X —2)(X2— X +1).

1 0 -1 2 0 0
Ainsi pour P = 0o 1 2 ,onaP'AP=| 0 0 -1 | =B.
-1 1 0 01 1

Pour X =t(z,y,2) et Y = (y1,y2,y3) = P7'X,ona X' = AX &Y' = BY.
Ceci nous conduit a la résolution suivante :

t) = ae?
v =2y v =2y (1) /A /
Yo = —Ys S Yo = —Y3 < y2(t) = e%t(/\ cos Tt + psin Tt)
/ 2 /
Ys Y2 Ys Y2 Yo Y2 y3(t) — _ylg(t)
Et on peut conclure via X = PY.
Exercice 21 : [énoncé]
a)
0 1 0 O
0 0 1 0
A= 0 0 0 1
-1 2 -2 2



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 17 janvier 2011 Corrections 13

convient. e)

b) On définit la matrice par :
Les solutions de ’équation X’ = AX sont les fonctions X (¢) = exp(tA4)X(0).
exp(tA) = P~ exp(tB)P permet le calcul deexp(tA).

A:=matrix(4,4,[0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,-1,2,-2,2]); Sachant
. N L . 1" 0 0 0
On obtient son polyndéme caractéristique factorisé par 0 (=) 0 0
B" = )
0 0 1 n
factor(charpoly(A,X)); 0 0 0 1
on a
et ses éléments propres par eitt 0
0 e 0 0
exp(tB) = t t
. 0 0 et te
eigenvects(A); 0 0 0 o
On cons.tate que 1 est Valeur. propre double mais que le sous-espace propre associé On achéve le calcul de exp(tA) avec Maple
est de dimension 1. La matrice A n’est donc pas diagonalisable.
¢) Puisque x4 = (X — 1)2(X — i)(X + 1) est annulateur de A, il suffit d’appliquer
le lemme de décomposition des noyaux. evalm(P&*matrix (4,4, [exp(I*t),0,0,0,0,exp(-I*t),0,0,0,0,exp(t),t*exp(t),0,C
d) Par I’étude des éléments propres précédents, on prend
Cl:t( -1 =i 1 )=C2:t( R ) et C3:t( L1 11 ) Puis on détermine X

vecteurs propres associées aux valeurs propres i, —i et 1.
On détermine enfin une colonne Cy vérifiant ACy = C4 + Cs.

X:=evalm(%&*vector ([x(0),D(x) (0),D(D(x)) (0), (DEE3) (x)(0)1));

linsolve(A-diag(1,1,1,1),vector([1,1,1,1])); ot enfin (1)

On choisit parmi les solutions Cy =* ( 01 2 3 )
Finalement pour

-1 -1 1 0 X[11;
- ¢ 1 1
P=1 1 1 12
io—i 13 Exercice 22 : [énoncé]
on obtient (t> + 1)y” — 2y = 0. y1(t) = t? + 1 est solution sur R.
i 0 00 Méthode de Lagrange : Cherchons une solution ya(t) = A(t)y1 (¢).
B_plAp— 0 —i 0 0 On obtient \’(t) + t24-&t-1 X (t) =0 qui donne X (t) = (thl)Q.
0 0 1 1 [ (752‘172)2 = jarctant + 557 + C et A(t) = arctant + 5 convient ce qui donne
00 01 yo(t) = (t? + 1) arctant + t.
On peut vérifier 'exactitude Ainsi Sy = {t — A(t? + 1) + p((t* + 1) arctant + t) /A, u € R}.
y(t) = —4t est solution particuliere donc

S={t— A2 +1)+pu((t>+1arctant +1t) — 2t/ A, peR
P:=matrix(4,4,[-1,-1,1,0,-I,I,1,1,1,1,1,2,I,-1,1,31); { ( )+l ) )= stAneR}

B:=evalm(inverse (P)&*A&*P) ;
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Exercice 23 : [énoncé]
Si y est un polyndéme unitaire de degré n solution de I’équation homogene, le
coefficient de t"*2 dans le premier membre de ’équation est :

nn—1)—2n+2=n*>-3n+2=(n—2)(n—1)

et donc nécessairement n < 2.
Pour y(t) = at® + bt + ¢, le premier membre de I’équation devient :

2a(1+1%)2 —2t(2at +b) (1 +t2)+2(t> — 1) (at> + bt +¢) = (2c—2a)t> — 4bt + (20— 2¢)

dota=cetb=0

Finalement y; (t) = t2 + 1 est solution particuliere.

En vertu de la méthode de Lagrange, résolvons I’équation complete en procédant
au changement de fonction inconnue

y(t) = Ay (t)

Soient y : R — R une fonction deux fois dérivable et A : R — R la fonction définie

par

Alt) = fﬂz

de sorte que y(t) = A(t)y1(t). La fonction A est deux fois dérivable.
Apres calculs, on obtient que y est solution de I’équation différentielle étudiée si,

et seulement si,
(LN () + (1 + )2 N () = (1 + )

Apres résolution de cette équation d’ordre 1 en I'inconnue )\, on obtient

A+ arctant
N(t) = —F—5—
®) (1+1¢?)

puis

1
A(t) = p+ Narctant + 5 (arctant)?

Finalement la solution générale de I’équation étudiée est

1
y(t) = M1+ t*) arctan t + p(1 + %) + 5(1 + %) (arctan t)?

Exercice 24 : [énoncé]
En recherchant les fonctions polynomiales solutions on obtient : y(¢) = ¢ solution
particuliere.

On pose y(t) = tz(t) et on parvient a I’équation
tt" 122t +1)2 =0

z(t) = e/t puis y(t) = tel/t conviennent.
Solution générale
y(t) = Ate'/t + pt

Exercice 25 : [énoncé]

Solution particuliere y(¢) = —1.

Résolvons ’équation homogeéne t2y” 4ty —y = 0.

En recherchant les fonctions polynomiales solutions on obtient : y(t) = ¢ solution
particuliere.

On pose y(t) = tz(t) et on parvient a 1’équation 32" + 3t22' = 0.

z(t) = % puis y(t) = 1 conviennent.

Solution générale homogene : y(t) = % + pt

Solution générale : y(t) = 2 + put — 1

Exercice 26 : [énoncé]
Soit y la somme de la série entiére Y a,z™ de rayon de convergence R supposé
> 0.

—+o0

2L =2y’ + (1 =32l —y= % (n+1)%(ans1 — an)a".

n=0
On en déduit y(x) = %x solution de I’équation étudiée.
On pose ensuite y(z) =

1
2 avec z deux fois dérivable.

1—x
On obtient zz"” + 2’ = 0. z(z) = In(z) puis y(z) = i"_—i conviennent.
Solution générale sur |0, 1] : y(z) = %

Exercice 27 : [énoncé]
Soit y la somme de la série entiére > a,t™ de rayon de convergence R supposé > 0.

+o0

41 =)y (t) — 4ty (1) + y(t) = X (4(n+2)(n+ D)anye — (4n? — 1)a,) t" donc
n=0

y est solution de ’équation étudiée si, et seulement si,

(n—1/2)(n+ 1/2)@
m+Dn+2) "

1/2 1/2
donc ag, = o ap et agp1 = op 1 ai.

Vn e N, a0 =
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Or personne, oh non personne, n’ignore que

Vitt= io (1/2>t” et V1—t= f(—l)” (1/2> t"
n=0 n n=0

n

avec un rayon de convergence égal a 1.

En prenant ag = a; = 1, on obtient la fonction ¢ — /1 + ¢.

En prenant ag =1 et a; = —1, on obtient t — /1 —t.

Ces deux fonctions sont solutions de I’équation étudiée (car R = 1) et, étant
indépendantes, elles constituent un systéme fondamental de solutions. La solution

générale s’exprime
y(t) =MW1+t +u/1 -t

Exercice 28 : [énoncé]
a) Soit Y a,z™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme y;
sur |—-R, R][.
Pour tout € |-R, R[, on a
+oo
xy’ (2)+3y (v)—4x3y(z) = 3a1+8a2x+21a3x2+z ((n+1)(n+3)ant1 —4an_3)z"
n=3
Par unicité des coefficients d’un développement en série entiere, on peut affirmer
que y est solution de E sur |—R, R] si, et seulement si,

IR

Posons ag = 1 et pour tout p € N*, ayy, =
Ainsi

1
SppsT) Y4(p—1), les autres a, nuls.

1
G4p = m, Q4pt1 = Q4pi2 = A4py3 =0

La série entiere correspondante est de rayon de convergence R = 400 et sa somme

+oo $4p
X —
n ; 2p+1)!

est solution sur R de I’équation différentielle E' en vertu des calculs qui précedent.
Pour z # 0,
1 X (22)2+1 sh(a?)
yi(z) = 22 4 (2p+ 1) a2
n=0 ’

b) En vertu de la méthode de Lagrange, on recherche y, de la forme

ya(x) = M)y (2)

avec A fonction deux fois dérivable non constante.
Par calculs, on obtient que ys est solution de ’équation différentielle F si, et

seulement si,
ey (1 ch(@?) ,
N(z) = (x 4xsh(x2) N (z)

Apres résolution

x
N (r) = ——— convient
@) sh?(z2)
puis
1 ch(x?)
AMz)=—2 ient
(x) 3 sh(z?) convien
Finalement (2)
ch(z
va() = = 272
est aussi une solution de E sur |0, +oo[ et celle-ci n’est pas colinéaire a la
précédente.

En jouant avec les facteurs multiplicatifs, on peut aussi prendre, et c’est plus
élégant,

¢) E est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogeéne résolue en y” sur
10, 4-00].

Les solutions indépendantes y; et y» forment donc un systéme fondamental de
solutions permettant d’exprimer la solution générale de E

~ Assh(z?) + Agch(z?)
- 2

y(x)

T

Exercice 29 : [énoncé]

Par I'absurde :

S’il existe y une solution sur R de y” + p(z)y = 0 qui ne s’annule pas.

Deux cas sont possibles : y est positive ou y est négative.

Si y est positive alors 3" < 0.

La fonction y est donc concave et sa courbe représentative est en dessous de
chacune de ses tangentes.

Si y possede une tangente de pente non nulle, y prend des valeurs négatives, exclu.
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. 4 . "o . _ +oo +oo
Par §u1te y est necessalrement’ consiuante et alors y” = 0 puis p(z)y(x) =0 Sur |-R,R[,onay(t) = 3 ant™, y'(t) = 3 nant" " et
implique que y est constante égale a 0. Absurde. n=0 n=0
Si y est négative, le méme raisonnement permet de conclure. Y (t) = "’f:" n(n — 1)ant"2 done
=0
n oo
(1+82)y" (1) +4ty' (1) + 2y(8) = 2 (n+2)(n+ 1)(ant2 +an)t"
Exercice 30 : [énoncé] n=0
— i —(—1)P = (—1)P
a) Analyse : Soit Y a,2™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de Pour vn € N, an2 irooan ie. VpeEN, jb_?f) = (=1)Pag et azp41 = (~1)7as.
somme S. on obtient y(t) = ag Y. (—1)Pt? +ay Y, (—1)Pt?+! = 2E4l solution. Cela
La fonction S est solution sur |—R, R[ de I’équation différentielle p=0 p=0
Sur |-R, R|, fournit un systéme fondamental de solutions sur |—1, 1], il suffit alors de les
réinjecter dans I’équation pour affirmer que ces fonctions forment un systeme
400 fondamental de solution sur R.
S"(x) + 225" (x) +2S(z) = Z ((n+2)(n+ Daptz +2(n+ Day)z" Puisque 'espace des solutions de cette équation homogene est de dimension 2, on
n=0 conclut.

b) La méthode de variation des constantes donne

y(t) = 2GHD avec N (t) = —t et /() = 1 puis y(t) = 5y

Par conséquent, S est solution de ’équation différentielle

y' +2zy +2y =0
Exercice 32 : [énoncé]

si, et seulement si, a) Si n =1 alors ’équation a pour solution générale

—2
Vn € N apq2 = an 1
n+2 y(t) = Acost + Bsint + Stsint
ce qui donne ) i ) ) o,
Sin # 1 alors ’équation a pour solution générale
e (—1r2r (<1rarpl | |
Aop = ap et a = a; = a = i —_—
2p o 2p+1 2p+1)..3 1 2p+1)! 1 y(t) cost+ Bsint + T2 cos(nt)

Synthese : Soit Y a,z" la série entiére déterminée par les coefficients b) Soit oo

précédemment proposés. = a4 ap Fsint 4+ an cos(nt
Une telle série entiére est de rayon de convergence R = 400 car ag, = O (1/p!) et ®) D Z 1—mn? (nt)

azp+1 = O(4P/p!).

De plus par les calculs ci-dessus elle est solution de 1’équation différentielle
proposée sur R.

b) Les solutions paires sont obtenue pour asp41 = 0. Cela donne

n=2
Sans difficultés, on peut dériver deux fois sous le signe somme car il y a
convergence normale de la série des dérivées secondes et convergence simple
intermédiaire. On peut alors conclure que f est de classe C? et solution de
I’équation différentielle étudiée. La solution générale de celle-ci est alors

2

Vo e R,S(z) = ape™™ y(t) = Acost + Bsint + f(t)

Exercice 33 : [énoncé]
Exercice 31 : [énoncé] L’espace des solutions est de dimension 2. y(x) = z est solution immédiate. Par la
méthode de Lagrange (et quelques déterminations de primitives non triviales) on

+oo
a) Soit y(t) = ant™ une série enticre solution de rayon de convergence R > 0. obtient aussi y(z) = V&2 4+ 1 ce qui fournit un systéme fondamental de solutions

n=0
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Exercice 34 : [énoncé]

Soit f solution. f”(z) = (f(1/x)) = =% f'(1/x) donc 2" (z) + f(z) =
Résolvons I'équation E : z2y” +y = 0 sur R**.

E est une équation différentielle d’Euler. Réalisons le changement de variable
t=Inx.

Soit y : RT™* — R deux fois dérivable et z : R — R définie par z(t) = y(e).

z est deux fois dérivable et y(z) = z(Inz), /' (z) = 22/(Inz),

y'(z) = — %7/ (Inz) + 2" (Inx).

y est solutlon sur Rt* de FE si, et seulement si, z est solution sur R de

F:2' -2 4+2=0

F est un équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants
homogene de solution générale :

z(x) = (Acos \/2§:£ + wsin \/jx)e"";/2

La solution générale de E sur R est

+ psin

y(x):ﬁ(ms \/§21nx mnx)

Revenons a fn il existe A\, u € R telles que

V3w flnx)

f(x)zﬁ()\cos 5 + psin

On a alors

7 = o (0 VB eos YEE 4 avB) s YR

et donc

f'<x>=f<1/x><:>{”M:”m:m

M3 —p=2u

Finalement, les solutions sont les fonctions f données par

31
\fnx_g) avec C € R

Vr € R, f(z) = C\/Ecos(

Exercice 35 : [énoncé]

a) Par I'absurde supposons que g posséde un zéro non isolé a. Il existe alors une
suite (z,,) de zéros de g distincts de a convergeant vers a. Puisque g(x,) =0, a la
limite g(a) = 0. Puisque

on a aussi

n— 400 Tp —Q

Ainsi g(a) = ¢’(a) = 0 et donc g est la fonction nulle car cette derniére est
I’'unique solution de I’équation linéaire d’ordre 2 F vérifiant les conditions initiales

y(a) =y'(a) = 0.
b) Posons

xT T2

(=) O9@) e+ =) [ ez = 0O a1

1 T

o(2) = (22 — o) /

La fonction ¢ est dérivable et

)= [ =0 fOg0ar+ [ @ - 050s0

1 €T

La fonction ¢ est donc deux fois dérivable et
¢"(x) = (x1 — 22) f(x)g(2)
Puisque g est solution de I’équation E, on obtient
¢ (x) = (x2 — 21)g" ()
et donc
p(z) = (w2 —21)g9(x) + az +
Or les fonctions @ et g s’annulent toutes deux en x; etzs donc o = 8 = 0 puis
p(z) = (22 — 21)g(2)

¢) Soit v = [max lg| # 0. Pour z tel que |g(x)| = a, la relation précédente donne
$1712

alxg — 1) < (292 — )

[ w—ass dt\ f o)

1

[ @ nsg a
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puis puis
. 22 g =-q

a(z2—m1) < 04(5”2_55)(55_3”1)/ Lf ()] dt—i—a(:rg—x)(x—xl)/ |f()] dt = a(xg—x)(x—@ﬁlﬁ) isqdéc(lié) ld@tivée de g est strictement négative, on peut affirmer que g réalise
o ¢ un C*2difféomorphisme décroissant de R* vers g(R™).

x

On en déduit v A d) Puisque ¢(t) = m, on a ¢’'(t) < —m puis
/ Sl arz 2 o) < —mit + 9(0)
car ( ' . (22 — 21)? On en déduit que g tend vers —oo quand ¢ croit vers +oo et par suite
v 9(B) = -0, 9(0)]

Il existe donc une infinité de valeurs de ¢ telles que
Exercice 36 : [énoncé]

a) Puisque f n’est pas la fonction nulle, on peut affirmer que pour tout ¢t € R* g(t) = g [7]

(f(1), f'(1)) # (0,0)

En effet, seule la fonction nulle est solution du probleme de Cauchy

et pour ses valeurs f(t) = 0.

y(to) = y'(tg) =0 Exercice 37 : [énoncé]
Soit A € R. En résolvant sur I I’équation différentielle

y' +qy=0

Posons alors p(t) = v/ f(t)%2 + f'(t)? ce qui définit une fonction p : RT™ — R de

classe C! & valeurs strictement positives. on obtient que z +— z* est une fonction propre de 'application ¢. Pour une telle
Puisque ¢t — (%, J;(—(tt))) est de classe C! et prend ses valeurs dans le cercle unité, fonction, on a
/

on peut affirmer par le théoréme de relevement qu’il existe une fonction zy'(z) = Ay(z)
g:R*Y — R de classe C! vérifiant donc en dérivant

£t F(t) my”(x) + y/(x) - )‘y/(x) =0

—= =cosg(t) et = sin g(t) .

p(t) p(t) puis

a?y" () + 2y (x) — Ny(z) =0
b) D’une part f' = psing et d’autre part f' = (pcosg)’ = p' cosg — ¢g'psing.
De méme [’ =p’sing + ¢g'pcosg et f" = —qf = —qpcosg.
On en déduit le systeme

On en déduit que les fonctions x — z¢ et x — =% sont solutions sur I de
I’équation différentielle E,. Or cette équation est une équation différentielle
linéaire d’ordre 2 homogene résolue en y”, son ensemble solution est donc un plan
vectoriel. Puisque les deux précédentes fonctions sont des solutions indépendantes,
elles constituent une base de ce plan vectoriel.

{p’cosg — ¢'psing = psing
La solution générale de E,, est donc

p'sing + g'pcosg = —gpcosg

Par combinaison d’équations, on obtient y(z) = \z® + pz~® avec A\, u € R

/

gp=—qp
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Exercice 38 : [énoncé]
o ) fi) fa(t) fit)  fa(t)
Par dérivation d’un déterminant, w’(t) = ‘ O, ’ + n) ) donc
w'(t) = ‘ h(t) F(t) ‘ puis
—a(t) fi(t) —b(t) f1(t) —a(t)f3(t) —b(t) f2(t
R fi(t) fa(t a fit)  fa(t) i w est solution
YO e —aos ‘ = Ol Re e ‘ Ansiwest solut

de ’équation différentielle w

Exercice 39 : [énoncé]
a) La fonction f est de classe C? et

()= F(0) + / ") at

Puisque la fonction ¢ est intégrable sur [0, +00[ et puisque f est bornée, on peut
affirmer que la fonction ¢f est intégrable sur [0, +oo[. Par suite I'intégrale de
Pexpression précédente de f’(x) converge quand z — +o00. On en déduit que f’
converge en +oo.

Posons ¢ sa limite.

Si ¢ > 0 alors il existe A assez grand tel que pour tout x >

On a alors
f@ =5+ [ rwas
A

ce qui contredit ’hypotheése f bornée.
De méme, ¢ < 0 est absurde et il reste donc £ = 0.
b) En dérivant

£(0) - / a0 dr

Aona f'(z) = £/2.

14
A)+§(x—A)—>+oo

r——+00

w/:f/lg+f/g/_f/g/_f//g:0
car f et g sont solutions de E.
On en déduit que le wronskien w est constant et puisque les fonctions f et g sont

bornées, leurs dérivées f’ et ¢’ convergent vers 0 en +oo et donc w — 0.
—+o0

Ainsi le wronskien w est constant égal a 0 et donc les fonctions f et g sont liées.
On en déduit que I’équation différentielle E possede une solution non bornée.

Exercice 40 : [énoncé]
L’équation Ey est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogene.
a) y? est deux fois dérivable et

(%) (x) = 2y(2)y" (z) + 2 (' ())* = 267 (y())” + 2 (¥'(x))* > 0

Par suite la fonction 2 est convexe.

Si y(0) = y(1) = 0 alors, sachant que y? est convexe, le graphe de y? est en
dessous de chacune de ses cordes et donc y? est nulle sur [0, 1]. On en déduit que y
est nulle sur [0, 1] et en particulier y(0) = y'(0) = 0. Or la fonction nulle est la
seule solution de I’équation différentielle Fy vérifiant les conditions initiales

y(0) = 3/(0) = 0. On en déduit que la fonction y est nulle sur R.

b) Le wronskien en 0 des solutions yi, ya est

_ | w1(0) w2(0) | _
o0 =| 16 i) | =0

Si 12(0) = 0 alors, sachant y(1) = 0, le résultat qui précéde entraine y, = 0. Or
y5(1) =1 # 0. C’est impossible et donc w(0) = y2(0) # 0.

On en déduit que (y1,y2) est un systéme fondamental de solutions de Ej.
Notons que l'on démontre par le méme argument que y(1) # 0.

¢) Soit § une solution particuliere de I'équation E.

La solution générale de E est de la forme y(z) = g(x) + My1(z) + Aaya(z).
Cette solution vérifie y(0) = y(1) = 0 si, et seulement si,

5(0) + A2y2(0) = 0 et (1) + My (1) =0

Ces deux équations déterminent \; et Ay de fagon unique puisque y;(1),y2(0) # 0.

Exercice 41 : [énoncé]
W (t) = detg(v1(t), ..., pn(t)) donc par dérivation d’une application multilinéaire
n

W'(t) = Z detp(p1(t),..., i), ...

W(t) = Z dets(@1(t), - -, alt)pi(t), ...
M(t) = Mat(w(t) ,,,,, o () (a( T)L) (mi,;(t)). On a
W(t) = Z detp(1(t), - Z mi;(E)g; (1),
multlhnealre alterné du determlnant

W'(t) = Enj m;i(t) detg(01(t), ..., @i(t),...,on(t)) = tr(a(t))W(t). t — W(¢) est

=1
ainsi solution d’une équation différentielle scalaire linéaire d’ordre 1 dont la
résolution conduit a I’expression proposée.

»n(t)) puis

, ©n(t)). Introduisons

,©n(t)) puis par le caractére

Exercice 42 : [énoncé]
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 de solution homogene :

y(t) = (At + e,
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Par la méthode de variation des constantes, cherchons une solution particuliere de
la forme y(t) = A(t)te=2! + u(t)e=2! avec A, u fonctions dérivables.

N(t)te ™ + 4/ (e =0

6721‘,

N1 —2t)e™ 2 — S
(t)( )e e

2‘Ll,/(t)672t —

donne
1

T1re
—t
p'(t) =

142
A(t) = arctant et p(t) = —% In(1 + %) conviennent.
Finalement la solution générale des ’équation étudiée est :
y(t) = tarctan(t)e” " —

1
5 n(1+ t2)e 2 4 (Xt + p)e !

Exercice 43 : [énoncé]

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 de solution homogene :

y = Acost + usint.

Par la méthode de variation des constantes, cherchons une solution particuliere de
la forme y(t) = A(t) cos(t) + u(t) sin(t) avec A, u fonctions dérivables.

N(t)cost + p'(t)sint =0 N(t) = —sin®t/cost
—N(t)sint + p'(t) cost = tant’ | p/(t) = sint ’
At) = [ COE(Ji'ftldt =sint — 3 In 7252 et pu(t) = — cost conviennent car
J mgdt = [ 5mdt = 3 1n ﬁ:ﬁi
Flnalement la solution generale de I’équation étudiée est :
y(t) = —% costIn 182 4 Ncost + psint sur I = |—% + km, Z + kr|.

Exercice 44 : [énoncé]
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre a 2 de solution homogene :
y = Acost + pusint.
Par la méthode de variation des constantes, cherchons une solution particuliere de
la forme y(t) = A(t) cos(t) + u(t) sin(t) avec A, u fonctions dérivables.
N(t)cost + p'(t)sint =0 N(t) = —sin®t/cos® ¢
=N (t)sint + p'(t) cost = tan2 t’ //(t) = sin?t/cost
A(t) = — oy — cost et pu(t) = [ 1o tde = §In (5nt
t 14sint
f costdt 1f§isn2tdtL -2 1 +5_ﬂ .

1—sint

— sint conviennent car

Finalement la solution générale de I'équation étudiée est :
y(t) = =2+ SsintIn 720L 4 Ncost + psint sur [, = |3 + kr, 5 + kn .

1—sint

Exercice 45 : [énoncé]
a) C’est une équation différentielle linéaire d’ordre & 2 de solution homogene :
y=Acost + pusint.
Par la méthode de variation des constantes, cherchons une solution particuliere de
la forme y(t) = A(t) cos(t) + p(t) sin(t) avec A, p fonctions dérivables.

N (t)cost + p/(t) sint =0

=N (t)sint + p/(t) cost = f(t)
cost x (1) —sint x (2) donne X (t) = —f(¢) sint.
sint x (1) + cos( ) % ( ) donne ' (t) = f(t) cost.
Choisissons A(t fo w)sinudu et p(t) = fot f(u) cosudu
ce qui donne la solution partlculiére :

= fot f(u)(sintcosu — sinucost)du = fg flu
La solutlon generale de I’équation est
fo )sin(t — u)du + A cos(t) + psin(t).

b) ( )—Odonne/\—O.
Avec les notations précédentes :

)

)sin(t — u) du.

y'(t) = =A(t)sint + p(t) cost — Asint + pcost
done y'(0) = u(O) +p= u puis w=0.
Finalement : y(¢ fo )sin(t — u) du.

Exercice 46 : [énoncé]
Posons g = f + f”. f est évidemment solution de ’équation différentielle

v +y=gyg

Apres application de la méthode de variation des constantes, la solution générale
de cette équation est

y(x) =acosx + bsinz + / g(t)sin(z — t) dt
0
Pour une telle solution,
4+
ylr +m) +ylz) = / gt)sin(x +7—t)dt >0

Ainsi f vérifie

fl@)+ flxa+7m) =0
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Exercice 47 : [énoncé]

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre a 2 de solution homogene :

y = Acosx + Bsinx.

A'(x)cosz + B'(z)sinz = 0
—A'(x)sinz + B'(z) cosx = cotanz’
1

Aprés résolution et intégration y(z) = —§ sinzIn 1752 + Acosz + Bsinw.

Méthode de variation des constantes : {

Exercice 48 : [énoncé]

a) C’est une équation différentielle linéaire d’ordre & 2 de solution homogene :
y=Acosz + Bsinz.

Méthode de variation des constantes :

{A'(m)cosx—f—B’(m)sinm:O {A/(:,E) = —sinz/x
—A'(x)sinx + B'(z)cosz = 1/z ' | B'(x) = cosz/x

Az) = f+°° St dt et B(z) = — f;oo st dt conviennent (et ont le bon gotit de

T
converger).

Solution générale :

+oo s +o0
sint cost
—— dt —sin x/ —dt
t z

y(x):Acos:c—f—Bsinw—i-cosx/ ;

x

b) Par domination par H%’ on obtient f continue sur RT et par domination par

e~ sur [a, +oo[ pour tout @ > 0, on obtient f de classe C? sur R™* avec

" _ e —tx t2
fx) = e dt
0

1+¢2
de sorte que f est solution sur R™ de ¢’ +y = %
Ainsi, il existe A, B € R tels que

“+o0
fx) = Acosx—i—Bsinx—i—cosx/

x

int T cost
st dt —sinz / cost de
t . t

On observe

+oo 1
0<f(x)</ e dt = —
0 X

doncf+—>0puisA:B:O.

flz) = cosx/x

Ainsi
—+oo

sint Foo t
—dt—sin:r/ ﬁdt
t i t

¢) Quand z — 07

+00 i +oo 2
/ sint dt — / sint a
T t 0 3

et
“+o00 “+o0 1
t t t
/ cos qf — / cos dt + / cos a
T t 1 t x t

avec

1 1

cost dt
/ — dt' < — =—Inx

donc

+oo
cost
sinfc/ —dt— 0
= t

Ainsi en passant a la limite l’expression précédente de f(x)

/mmdt:f(t)):
0 t

NN

Exercice 49 : [énoncé]

Les solutions de I’équation différentielle 4" +y = f sont de classe C* car f est.
Par application de la méthode de variation des constantes, la solution générale de
Iéquation y” +y = f est

y(z) = Acosx+usinx+/ f(t)sin(z — t) dt
0

Cette solution est 2w-périodique si, et seulement si,
x 427
/ f@)sin(z —t)dt = / f(t)sin(z —t)dt
0 0

ie. ff“ﬂ f(t)sin(x — t) dt = 0 pour tout = € R.
En développant le sinus et en exploitant la liberté de la famille (sin, cos) ainsi que
la 2m-périodicité de f, cela équivaut a la condition

2 2
f(t)sintdt =
0 0

f(t)costdt =0
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Exercice 50 : [énoncé]
Par application de la méthode de variation des constantes, la solution générale de
Péquation y”’ +y = f est

y(z) = )\cosx—i-,usinx—i—/ f(t)sin(z —t)dt
0

Pour conclure, il suffit de justifier que z +— [ f(t) sin(z — t) dt est bornée.
Par intégration par parties,

/E f(t)sin(z —¢)dt = f(z) — f(0)cosz — /I J'(t) cos(z —t)dt
0 0

Quitte & passer a 'opposé, on peut supposer f croissante et donc f'(¢) > 0.
Puisque —1 < cos(z —t) < 1,

£(0) - fla) < / ") cose — 1) dt < fl@) — F(0)

puis
F(0)(1 —cosz) < /0 f(@)sin(x —t)dt < 2f(x) — f(0)(1 + cosx)

La fonction f étant bornée (car convergente en +o0), il en est de méme de
x> [ f(t)sin(z — t)dt.

Exercice 51 : [énoncé]

Soient y une fonction deux fois dérivable sur R et z : I = |—n/2,7/2[ — R définie
par z(z) = y(tan x).

z est deux fois dérivable et Vt € R, y(t) = z(arctant).

y(t) = % et ¥/ (t) = — g2z 2 (arctant) + izyz 2" (arctant).
+ (1+¢%) (1+¢%)

y est solution si, et seulement si,
2" (arctant) + z(arctant) =t

soit 2" (x) + z(x) = tanx sur 1.
2"+ 2z=0donc z = Acosx + pusinz.
Méthode de la variation des constantes : X (x) =

. 2 2
S~ xr ) 1
/ COS ™ xu:sinx/ w2 —1 U U+ B n

l—sinx
1+sinx

_ sin? z
cosx

et p'(x) = sinz.

u—1 . 1 1-sinx
— | +C =sinz+ =In
u—+1 2

1+sinx

Prenons A\(z) = sinz + 1 In et u(x) = —cosz.

On obtient : z(z) = & In 1212 co5 2 solution particuliére.

2 1+4sinx
Finalement
V1+t2 -t
n
2V1I+12 V142 +t

A+ put 1

y(t) = i

Exercice 52 : [énoncé]
L’équation étudiée est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 définie sur
]—1, 1] d’équation homogene

(1 _ x2)y// o 3xy” —y= 0
On vérifie par le calcul que la fonction
1
V1— 22

est solution de cette équation homogene et qu’elle ne s’annule pas.
Par la méthode de Lagrange, on cherche une deuxieme solution indépendante de
la forme

prx—

¥ x— Ma)p(x) avec A fonction deux fois dérivable
On parvient a 1’équation
" € /
A (J?) = 1_1,2)‘(‘23)

La fonction A : x — arcsinz convient ce qui donne

arcsin x
V1—22

Pour trouver une solution particuliére de ’équation complete, on applique la
méthode de variation des constantes et on cherche cette solution de la forme

y(@) = A@)e(x) + @) (z)

Yixe—

avec A, i fonctions dérivables vérifiant

N(@)o(@) + ' (z)(x) =0
On parvient au systéme

N(z)p(x) + 1 (x)ih(x) = 0

N (@) (x) + p ()0 () = ——

V1—22

22
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Apres résolution

Mz) = —v1—122 et u(x) = /1 — 22 arcsinx — x conviennent

et donc
T

r=———
y(@) T
est solution particuliere.

Finalement la solution générale est

A+t parcsinz —w

V1—2a2

y(x)

Exercice 53 : [énoncé]

Sur R** ou R™*, E < y' = Ly. Solution générale : y(z) = Ce /2.
Soit y une solution sur R.

y est solution sur R™ et R™* donc il existe C*,C~ € R telles que :
Vo > 0,y(z) = Cte /% et Vo < 0,y(z) = C~e1/7.

+oosi C™ #0

r—0— 0 sinon

Continuité en 0 : y(x) o 0et yla) —— {

Nécessairement y(0) =0 et C~ = 0.

ct —1/x

Dérivabilité en 0 : y'(z) = —Zre —— 0 et y'(xr) —— 0 donc y'(0) = 0.

x—0+ x—0—
Equation différentielle en 0 : 0%y/(0) — y(0) = 0 : ok.

Ce V% siz>0

0 sinon '
Inversement une telle fonction est solution.

Finalement, 3C € R tel que y(z) =

Exercice 54 : [énoncé]

a) Solution générale sur R™ ou R™ : y(z) = zIn |2| + Cx avec C € R.
Pas de recollement possible en 0.

b) Solution générale sur R** ou R™* : y(z) = 1+ < avec C € R.
Apres recollement en 0, solution générale sur R : y(z) = 1.

c) Solution générale sur RT™ ou R™* : y(z) = tz* + Cz? avec C € R.

)
1
Ccta? + Z;zc4 siz>0
Apres recollement en 0, solution générale sur R : y(z) = 1
Cx +Zx4six<0
avec CT,C~ € R.

d) Solution générale sur R*™* ou R™ : y(z) = < + CZEL avee C € R via

x

22-1  _ 222—(142%) 92 _ 1
z(1+z2) = z(l+=x2) T 14z T
Apres recollement en 0, solution générale sur R : y(z) = —z.

Exercice 55 : [énoncé]

a) Solution générale sur R** ou R™* : y(z) = C'shz — chz.

Apres recollement en 0, solution générale sur R : y(x) = C'shx — chz avec C € R.
b) Solution générale sur R** ou R™* : y(z) = S+2.

Aprées recollement en 0, solution générale sur R : y(x) = %5 prolongée par

y(0) = 1.

Exercice 56 : [énoncé]

a) Solution générale sur I, = km, (k+ 1)7[,k € R : y(x) = cosz + C'sinx avec
CeR.

Apres recollement en chaque km, solution générale sur R : y(x) = cosz + C'sinz
avec C' € R.

b)) Solution générale sur I, = [k, (k + 1)7[, k € R : y(z) = Ce'/s""® avec C € R.
Apres recollement en chaque km, solution générale sur R :

C 1/sin’x cl
y(z) = ke SLE ST avec (Cy) € RZ.
Osiz=Fkn

Exercice 57 : [énoncé]

a) Soit I =|—n/2,7/2[ le plus grand intervalle contenant ot ’équation
différentielle a un sens.
Posons I'™ =10,m/2[ et I~ =]—7/2,0].

Solution générale sur I : y(z) = C*sinz.

Solution générale sur I~ : y(x) = C~ sinx.

Cherchons les solutions définies sur I.

Analyse : Soit y une solution sur I, s’il en existe.

y est a fortiori solution sur I et I~ donc :

JCF,C~ € R tel que y(z) = CTsinz sur I'" et y(z) = C~ sinz sur 1.
Comme y doit étre continue en 0, gtlirg+ y(z) = wlirgf y(x) = y(0) = 0. Pas

d’informations sur C* ni C~.
Comme y doit étre dérivable en 0,

lir&w =Ct=y(0) = lim U=y — -,

Donc C* = C~. Finalement y(x) = Ct sinx sur I entier.
Synthese : y(z) = Csin(x) avec C' € R est bien solution sur I.
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On aura y(0) = 0 < C.sin(0) = 0 ce qui est toujours vraie.
Il y a ici une infinité de solutions au probleme de Cauchy.

b) On aura y(0) =1 < C.sin(0) = 1 ce qui est impossible.
Il n’y a ici aucune solution au probléme de Cauchy.

Exercice 58 : [énoncé]

Soit I =]—o00,—1[,]-1,0[,]0,1[ ou J1, 4o0].

Sur I, ’équation différentielle devient : 3’ + ﬁy = —F=.
. - 2% (In|z|+C)

La solution générale sur I est —_5—7— avec C' € R.

Apres recollement en 1, 0 et —1 on conclut, pour tout intervalle I :

Sil1,0,—1¢I,y(x)= % avec C € R
2?1n |x| + CTa2?
——siz >0
x2 -1
Sil,-1¢Tet0€el,y(z)=¢ 0siz=0 avec CT,C~ € R.
2?In x|+ C~2? |
WSI.’I}<O

Silelou-1€el, y(z)= 2 Inle]

r2—1

Exercice 59 : [énoncé]

Sur R™ et R™* : y(x) = C |z|".

Soit y une solution sur R.

On a y(z) = CTa® sur R™ et y(z) = C~ |z|” sur R™*.

Si a < 0, la limite en 0 implique C* = C~ = 0 donc y = 0. Inversement ok.

Si a = 0, la limite en 0 donne C* = C~ et on conclut que y est constante.
Inversement ok.

Si a > 0, la limite en 0 donne y(0) = 0.

On a y/(z) = aCtz2 1 sur R™ et y(z) = —aC~ |z|* sur R™*,

Si a < 1, la limite en 0 implique C* = C~ = 0 donc y = 0. Inversement ok.

Si a = 1, la limite en 0 implique C* = —C~ et on conclut que y est linéaire.
Inversement ok.

Si o > 1, la limite en 0 existe et est nulle ce qui permet d’affirmer y'(0) =0
L’équation différentielle est bien vérifiée en 0.

Ctz®siz >0
Osiz=0 est
C (—x)*siz <0

Inversement, lorsque « > 1, la fonction définie par y(z) =

solution.

Exercice 60 : [énoncé]

a) z : x — y(—x) est deux fois dérivable sur I’ et vérifie bien I’équation.

b) Soient y une fonction deux fois dérivable définie sur R™ et z définie par
2(t) = y(v/t) de sorte que y(x) = z(22). z est deux fois dérivable.

On a ¢/ (z) = 222/ (2?) et y'(z) = 22/ (22) + 4222" (2?).

y est solution sur R** si, et seulement si,

47" —2=0

Cela donne , ,
y(r) = AT +pe” T

¢) Soit y une solution sur R de I’équation proposée.

Puisque y est solution sur R™ et R™* on peut écrire :

22

Ve > 0,y(z) = AeT +pue” 2 et Vo < 0,y(x) = AoeZ + pge™ 7.
Puisque y est continue en 0 : A\; + 1 = Ay + po.
y’ est continue en 0 ne donne rien.
y'(x) = M—pmety’(z) — A —po.
r—0+ x—0—
Donc 4" (0) = Ay — p1 = Ao — po d’olt A\; = py et Ay = po.
Finalement Vo € R, y(z) = A\ez + e~z
Inversement, une telle fonction est solution sur R.

Exercice 61 : [énoncé]

Sur I = ]—o0, —1[ ou |—1, +o00[ 'espace des solutions de cette équation
différentielle linéaire d’ordre 2 est un plan vectoriel. En recherchant ses solutions
polynomiale on obtient les fonctions y(t) = a(t? — 1) + b(t + 1). Les deux fonctions
polynomiales t — t2 — 1 et t — t + 1 sont solutions et indépendantes, elles
constituent un systeme fondamental de solution de I’équation sur I. Reste a
recoller celles-ci en —1.

Si y est solution sur R, elle est a fortiori solution sur |—oo, —1[ et |—1, +o0[ donc il
existe a1, by, az, by € R tels que Vt > —1,y(t) = a1 (t2 — 1) + by (t + 1) et

Vt < —1,y(t) = az(t? — 1) + ba(t + 1).

Recherchons parmi les fonctions de la forme précédente celles pouvant étre
prolongée en une fonction deux fois dérivable en —1

Limite en —1 : tlini+ y(t) =0et HHHL y(t) = 0. On peut prolonger y en —1 en

posant y(—1) = 0.

Vit > —l,y/(t) = 2a1t + by et Vi > —1,y/(t) = 2ast + bs.

Limite en —1 : lini+ y'(t) = —2a; + by et lim y(¢) = —2as + bs. La fonction y
t—— t——1—

est dérivable en —1 si, et seulement si, —2a; + by = —2as + by. Si tel est le cas :

Vi > —1,y"(t) = 2a; et Vt < =1,y (t) = 2as.
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Limite en —1: Tlim y"(t) =2a; et lim y"(t) = 2ay. La fonction y est deux fois
t——1 t——1—

dérivable en —1 si, et seulement si, 2a; = 2as.

Au final y peut étre prolongée en une fonction deux fois dérivable si, et seulement
Si, a1 = ag et b1 = bz.

La fonction y est alors donnée par y(t) = a1(t?> — 1) + by (t + 1) sur R et elle bien
solution de 1’équation.

Finalement les solutions sur R de I’équation sont les fonctions

y(t) = a(t® —1) + b(t + 1) avec a,b € R

Exercice 62 : [énoncé]

On remarque (t+1)y" — (t+2)y +y=0< t+ 1)y —y) — ' —y) =0.
Les fonctions y(t) = et et y(t) =t + 2 sont solutions sur R.

Par suite, sur I =]—o0, —1[ ou |—1, 40|, la solution générale est

y(t) = e + p(t + 2) car on sait que espace des solutions est de dimension 2.
Apres recollement en —1, la solution générale sur R est y(t) = Aet + u(t + 2).

Exercice 63 : [énoncé]

Sur RT, F < y' + y = z de solution générale y(x) = Ce™® +z — 1.
Sur R™, E < ¢’ +y = 0 de solution générale y(x) = Ce™*.

Soit y solution de F sur R.

Comme ¥ est solution sur Rt et R™, il existe CT,C~ € R telle que :
Ve > 0,y(z) =Cte ™™ +a—1et Vo <0,y(x) =C e ™.

Définition en 0 : y(0) =CT —1=C~ donc C* =C~ + 1.
Dérivabilité en 0 : y/(x) o —Ct +1ety(x) — -C~
donc y'(0)=-Ct+1=-C".

Equation différentielle en 0 : —C* + 1+ C* — 1 = max(0,0) : ok
Cte®4+ax—1siz>0

Finalement, 3C € R telle que y(z) = { (CF — 1) si
—1)e™ sinon

Exercice 64 : [énoncé]
a) Sur I, I ou I3, 'équation H est équivalente & I'équation différentielle linéaire
d’ordre 1 homogene

z—2
v+ ju="0

x(x —4

On peut résoudre cette équation avec Maple

dsolve (x*(x-4) *D(y) (x)+(x-2) *y (x)=0,y(x));

La solution obtenue s’interpréte en fonction du signe du contenu de la racine pour
affirmer que la solution de H est
A1 A2 A3

————— sur I1,y2(x) = sur I et y3(x) =
—x(4 —x)

sur I3
z(4 — )

yi(x) = (e = &)

Pour raccorder deux solutions y; et y2 en 0, la seule possibilité est que

A1 = A2 = 0 car sinon il y a divergence en 0. De méme, pour raccorder ys et y3 en
4, la seule possibilité est Ao = A3 = 0.

Au final, en dehors de la fonction nulle qui est solution sur R, les fonctions

Y1, Y2, y3 définies pour A1, Ao, A3 # 0 sont les solutions maximales de E.

b) La mise en place de la méthode la variation constante invite aux
déterminations des primitives de

sur I

sur Iy et
z(x —4)

sur Iy,

—z(4—x) x4 -z

On obtient celles-ci par les commandes
int (1/sqrt (-x*(4-x)) ,x) ;

int (1/sqrt (x*(4-x)) ,x) ;

int (1/sqrt (x*(x-4)) ,x) ;

La premiére expression obtenue est un logarithme d’un contenu négatif, on pourra
y préférer une expression a l'aide de la fonction argch. ..
On obtient comme solution générale a ’équation F :

2argch (452 2 arcsin (252
_ 2arge (52)+ M aur 1y, o) = arcsin (252) + Ao

() —x(4 —x) x(4 —x)

—2argch (252) 4 A3
et va(®) = x((x i 4))

sur I3

¢) Pour raccorder une solution y; et une solution y» en 0, il est nécessaire que

/\1 =0et /\2 =T.

La fonction ainsi obtenue est alors dérivable en 0 et solution de I’équation
différentielle £ comme on peut le vérifier en procédant & un développement limité

series((2xarccosh((2-x)/2))/sqrt (-x*(4-x)) ,x=0);

series((2*arcsin((x-2)/2)+Pi)/sqrt (x*(4-x)),x=0) ;
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Pour raccorder une solution y5 et une solution y3 en 4, il est nécessaire que
)\gz—wet)\g,:O.

La fonction ainsi obtenue est alors dérivable en 4 et solution de ’équation
différentielle F.

Résumons :

Les deux fonctions précédemment proposées sont solutions maximales de E sur
respectivement |—o0,4[ et ]0, +00[. En dehors de celles-ci, les solutions maximales
sont les fonctions y1, Yo, y3 proposées ci-dessus pour A # 0, Ao # 7 et A3 # 0.

Exercice 65 : [énoncé]
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 définie sur ]0, +oo].
Sur ]0, 1] ou |1, +o0],

1 1
/Midx =3lnz +In|lnz| + C*

rlnz
Solution générale sur ]0, 1] ou ]1, +o00[
y(x) = \z? |Inz|

Solution sur ]0, +o0].
Soient y : ]0,1[U]1, +00[ — R solution de I’équation sur |0, 1] et |1, +oc0l.

Il existe A, u € R vérifiant y(z) = Az Inz sur ]0, 1] et y(z) = pa® Inx sur |1, +ool.

La continuité en 1 donne y(1) = 0 sans conditions sur A et p.
La dérivabilité en 1 donne A = p.
Ainsi y(z) = A3 Inx sur )0, +o00[ qui est évidement solution.

Exercice 66 : [énoncé]
a) On résout I’équation différentielle linéaire étudiée et, par la méthode de
variation de la constante, on obtient la solution générale suivante

g(a:):/\x—kx/lzflg)dt

Par une intégration par parties, on peut écrire

f't)
t

dt

o) = X = J(a) +af (1) + = '

Quand z — 0T, on a

"
[ LD <17l

et on obtient

g9(x) = —f(0)
Quand z — 01
1 _\_ f=) = f(0) NG
(o) — g0 = A= TELE 1y [ D a
Le terme 7“%);“0) converge vers f'(0).

Si f/(0) # 0 alors I'intégrale f]o,1] @ dt diverge et donc le terme [,° @ dt
diverge. On en déduit qu’alors g n’est pas dérivable en 0.

L’égalité f/(0) = 0 est une condition nécessaire & la dérivabilité de g en 0. Cette
condition n’est pas suffisante. En effet considérons une fonction de classe C' telle

que
1

z—0+ Inx

f'(z)

L’intégrale f]o 1 @ dt demeure divergente alors que f/(0) = 0.

b) Puisque f est de classe C? et vérifie f/(0) = 0 on peut écrire
f(x) = f(0) + 2%p(z) pour tout = > 0

avec ¢ : |0, +oo[ — R de classe C? et convergeant vers f”(0)/2 en 0F.
On a alors pour tout = > 0

9(@) = Az + 2£(0) — F(0) + o /1 ot dt

g est de classe C3 sur 0, +o0[ car ¢ y est de classe C2.
On prolonge g par continuité en 0 en posant g(0) = —f(0)

9(0) = X+ 1) +apla) + [ ety
1
Quand x — 0%, ¢’ converge et donc g est de classe C! sur [0, +oc].

9" (x) = 2¢(x) + 2¢'(z)

Or ,
o= L8 10 IO
donc , , ,
g”(l‘) _ f:(rx) _ f'(z) ; f'(0) — f//(O)

On en déduit que g est de classe C? sur [0, +oo]
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Exercice 67 : [énoncé]
a) (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1. Aprés résolution via
variation de la constante, on obtient la solution générale

T+ A
Inz

y(z) =

b) Par opérations, la fonction g est de classe C* sur [1/2, +o0o].
Pour z € |—1, 1] on a le développement en série entiére

In(l1+42z) = ——z"

et si x # 0, on obtient

On+1

Na)
—
G)
I
3 N+
1[M]%
T
=
3
3
+
L

Si I'on pose ¢g(0) = 1, la relation précédente reste valable pour = 0 et ainsi on a
prolongé g en une fonction développable en série entiére sur |—1, 1].

Ce prolongement est donc de classe C* sur |—1, 1] puis sur |—1, +o0].

¢) La fonction g est a valeurs strictement positives et on peut donc introduire la
fonction f définie sur |0, +o00[ par

1
g(r —1)

La fonction f est de classe C* et sur |0, 1] ou |1, 400

fz) =

z—1

fz) =

Inz

Ainsi f est solution de (E) sur |0, 1] et |1, +00[ et enfin on vérifie aisément que
Péquation différentielle (E) est aussi vérifiée quand = = 1.



